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Abstract Let (X;, t € N) be a R%-valued a-mixing process, where the X;’s have the same
unknown density f. We suggest to estimate f, recursively, from the data Xi,..., X,,. So,
we introduce a subfamily of the general recursive kernel estimators initiated by Deheuvels
(1974), including the most popular recursive estimators. For this subfamily, we establish
the exact asymptotic square error and then we introduce criteria for comparison that
allow us to make a choice among our estimators.
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Résumé Soit (X;, ¢ € N) un processus a-mélangeant, ou les X; sont des vecteurs
de R? de méme loi, de densité de probabilité inconnue f. Nous nous proposons d’estimer
f de maniere récursive a ’aide des observations X7, ..., X,,. Pour cela, nous considérons
une sous-famille des estimateurs récursifs généraux initiés par Deheuvels (1974), incluant
les estimateurs récursifs les plus utilisés. Pour cette sous-famille, nous obtenons I'erreur
quadratique asymptotique exacte, ensuite, nous introduisons des criteres de comparaison
qui nous permettent de classifier et comparer nos estimateurs.

Mots clés estimation non paramétrique , estimateurs récursifs a noyaux, processus
mélangeants.

1 Cadre général et motivations

Soit une série chronologique Xy, Xs,...,X,,. On s’intéresse au probleme de la prévision
de X, 11. On peut faire appel par exemple a la méthode du lissage exponentiel simple.
Celle-ci donne le prédicteur défini par:

n—1

Xpp1=(1—-a) Zann,j,a cR.

J=0
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Ce prédicteur peut se calculer de maniere récursive par :
Xpi1 = aXp + (1 — ) Xpsr. (1)

Cette relation montre que la valeur prédite a I'instant (n + 1) est une moyenne pondérée
entre la valeur estimée faite en n et la derniere observation de la série. L’avantage de
cette récursivité est qu’on n’a pas a relisser de nouveau le processus lorsqu’une nouvelle
observation s’ajoute a la série. Notre motivation principale est de faire de la prévision non-
paramétrique par noyau en conservant une propriété de récursivité comme (1). Ainsi, si
I’on suppose que le processus X observé est markovien, strictement stationnaire et d’ordre
1, on cherche alors a estimer E(X,,1/X,,) par

)?n+1 = ?nfl (Xn>

ou 7,_1(x) est I'estimateur de la régression a noyau de E(X;/Xy = x) basé sur les obser-
vations (X;, X;11) pour i = 1,...n—1. Pour cela on se propose d’estimer la régression de
maniere récursive et donc nous devons d’abord estimer la densité de maniere récursive.

2 Introduction

Soit (X;, t € N) un processus a valeurs dans RY, a-mélangeant. Les X; sont supposés
équidistribués de densité f inconnue. Parmi les estimateurs les plus utilisés pour estimer f
a partir des observations Xy, ..., X, il y a les histogrammes et les polygones de fréquences.
L’histogramme mobile est un cas particulier du célebre estimateur a noyau introduit par
Rosenblatt (1956) et Parzen (1962) défini par

fPR . hd Z <

L’étude de cet estimateur a donné lieu a une vaste littérature statistique. Nous nous
intéressons aux estimateurs récursifs introduits pour la premiere fois par Wolverton Wag-

ner ( 1969 ) et Yamato (1972) sous la forme fVW(z) := £3°" hd <%> . De nom-

breuses variantes récursives ont également été proposées et etudlees depuls. En particulier,
Deheuvels (1973, 1974) s’est intéressé a la famille

_ (2: hiH(hi)> h 2: H(h)K (ﬂf ;LX) .

3 Présentation de ’estimateur

Nous proposons la sous-famille paramétrique d’estimateurs récursifs a noyau définie par:

fl(z) = S ll)zhdl ( X) 1 eo,1]




qui correspond pour d = 1 au cas H(u) = u~". Pour tout [ € [0, 1], (f}(z)) peut se calculer
de maniere récursive par

l Z" 1 hd(lil) l l l 1 :
o) = S )+ K (oK) v K = ().
Zi2+1 hi( ) hdl Zj:1 hj( ) h;

Nous donnons ici, les biais, variance et erreur quadratique asymptotiques exacts de f(z),
en fonction de [, ensuite nous introduisons trois criteres de comparaison qui nous per-
mettent de préférer ou non notre sous-famille a I'estimateur a noyau habituel et aussi de
classer nos estimateurs en fonction de la valeur de [. Mais pour cela nous avons besoin
des hypotheses suivantes.

Hypothese K:

(i): K : RY — R est une densité de probabilité, strictement positive , symétrique et
bornée;

(if): Limyjp)—too ||2||*K (z) = 0, Vz € R%
(iii): [ga lviv;|[ K (v)dv < o0, 4, j=1,...,d.

L’hypothese K est une hypothese classique vérifiée en particulier par les noyaux d’Epanechnikov,
Gaussien etc.
Hypothese H:

(i): h, est une suite réelle qui décroit vers 0 et nh%™? — oo lorsque n — 00;
T
(ii): By, =130, (}?—n) — [, <00, n—ooVrel—oo, d+2|.

L’hypothese H(iz) est technique, tres utile dans nos calculs, et est propre a la récursivité.

Elle est souvent utilisée dans la littérature notamment par Yamato , Davies-Wegman |

Masry, Samanta M. et RX. Mugisha puis repris par E. Isoga. Elle est vérifiée par la
1

famille de fenétre de la forme h, =cn™, O0<v < ——.

d+2
Hypothese P:
f € C%(b), ot C2(b) désigne I’ensemble des fonctions ¢ : R? — R telles que 92 existe
pour toute dérivée partielle d’ordre 2, continue et bornée.
L’ hypothese P est classique dans ce domaine, utilisée par exemple par Bosq (1998) pour

'estimation de la densité avec fI'f.
Hypothese O:

(i): Le processus (X;) est 2 — a-mélangeant avec: o'? (k) < vk, k > 1 pour deux
constantes strictement positives v et p.



(ii): Pour chaque couple (s,t), s # t, le vecteur aléatoire (X, X;) admet une densité
fox.x telle que supy,_ysq || gst o< 00 OU g5 := frx,x) — f® f.

Un processus (X;,t € N) est dit 2 — a-mélangeant si:

aP(k) == sup {BE ( sup |[P(BNC) — P(B)P(C’)|} —ytoo 0.

tEN Xt),CGO’(Xt_H,,)

o(X) désigne la tribut engendrée par X.

4 Résultats

Nous pouvons maintenant déterminer les biais, variance et erreur quadratique asympto-
tiques de notre famille d’estimateurs.

Théoréme 4.1 Sous les hypothése K, H, P, et Q:

@»hg(ﬂﬂ() f(@))’ 7Hm(%iﬁ%2@u»

Ba1—1)
2
avec b3(z) == 1 <21<1J<d axldx () Jga UinK(U)d’U) :
B
(b):  Pourtoutl € [(d—d) ] nhiVarfl(z) — de(ll 2;) ) Jpa K*(u)du, n — oo, sip>

2, ou: x = max(x,0).

2

(c): Sid>3etle 0,4

dt2
ST [ la conclusion du (b) reste encore vraie si p >

(d): Sous les conditions du (b) (avec p > 2) ou du (c)(avec p > H2), le choix

_1 .
h,=Cyn a1, C, — ¢ > 0, entraine que

n — 090,

= et (AN e (A D’ F@) K
i B (f,(x) — f(x)) C(2+ﬂ) 2(7) 2l (4 + d)(2 +dl)’

pour les valeurs respectives de | en tout point ou f(z) > 0.

Notons que si I'on précise la forme de h,, le résultat (c) du théoreme 3.1 se réécrit
sous la forme:

(c): Si d>3etl € [(1 L)Jr ﬁ[ , le choiz h, = C,n™", C, — ¢ > 0, avec

T 2wd/) 0 2d

O<rv< d+2, entraine:

(1 — I/d(l — l)) f(ft) KQ(u)du, n — oo, S1 p > 2.

d l N
nhnVarfu(@) = S0 = "y



5 Comparaison d’estimateurs

Définition 5.1 (Critéres de comparaison): Soient f,(z) et g,(z) deux estimateurs a
noyau de f.

(i): On dira que f,(x) est préférable a g,(x) au sens de la variance si:

0 < lim Y (n(z))

_RHMW<1.

(ii): On dira que f,(z) est préférable a g,(x) au sens du biais si:

0 < tim Eal@) = F(@))

;< 1.
n=oe (Ega(z) = f())

(iii): On suppose que f(x) > 0, on choisit: h, = C’nnfd%‘l, C,—c>0, avec
¢ = Cmin(fu(2)) (resp. ¢ = cmin(gn(T))) pour Uestimateurf,(x)(resp.g,(x)).

Cmin(©) désigne la constante qui minimise l'erreur quadratique asymptotique de ['estimateur

o.
Sous ces conditions, on dira que f,(x) est préférable a g,(x) au sens de la moyenne

, - : E(fn(x)—f(2))?
quadratique (ou du MSE ) si : 0 < lim,_ Blgn(2)—f@)° L

Le critere (i) a été introduit par Bannon (1976). Notre premier résultat de cette partie
permet de classifier nos estimateurs selon les valeurs de [ par les criteres précédents.
Théoreme 5.2 On suppose que les hypotheses K—Q sont vérifiées avec p > max (2, %)
On choisit h,, =C,n™", C, —c>0,0<v < #2. Alors:

(a): lefficacité de (f.(x)) est décroissante (resp. croissante) selon le critére de la vari-
ance (resp. du biais)

(b): si f(z) >0, et v = 515, Vefficacité de (f},(x)) est croissante selon le critére du MSE.

Notre dernier résultat compare notre famille d’estimateurs a ’estimateur a noyau usuel

fo (@)

Théoreme 5.3 On se place sous les hypothéses du théoreme 4.2. Alors :

(a): tous les estimateurs f'(z), | € [0, 1] sont préférable a fC2(x) au sens de la variance.
(b): aucun estimateur f!(x), | € [0,1] n'est préférable a fFR(x) au sens du biais.

(c): pourd =1, Si f(x) >0, et v = #4, fER(z) est préférable a tous les estimateurs
ft(z), 1 €10,1] au sens du M.S.E, pour les choiz "optimaux” respectifs de c.
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