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Résumé. Cet article s’intéresse à la proportion analogique, une forme simple du rai-
sonnement par analogie, et décrit son utilisation en apprentissage artificiel. Nous nous
attachons plus particulièrement à définir une nouvelle notion, la dissimilarité analogique
et à l’appliquer à des séquences. Après avoir défini la proportion analogique, la dissi-
milarité analogique et la résolution approchée d’équations analogiques, nous décrivons
deux algorithmes qui rendent opérationnels ces notions pour des objets numériques ou
symboliques et pour des séquences de ces objets. Ces notions et ces algorithmes ont mon-
tré leur intérêt pour une application de classification d’objets, et pour une autre dans
la génération de nouveaux exemples (par résolution approchée d’équations analogiques)
pour aider un système de reconnaissance de caractères manuscrits à s’adapter très ra-
pidement à un nouveau scripteur. Une discussion générale sur l’apport du raisonnement
par analogie pour l’apprentissage artificiel termine cet article.

Mots-clés. Apprentissage artificiel, classification, analogie.

1. Introduction

Cet article se propose d'appliquer certaines notions du raisonnement par ana-
logie dans le domaine de l'apprentissage supervisé non paramétrique. Ce sujet est
exposé en détail dans MICLET et al. (2008). En apprentissage supervisé, on dis-
pose d'un ensemble d'apprentissage S composé d'objets, chacun étant associé à
sa supervision (une étiquette de classe, par exemple). La question est de savoir à
quelle classe on doit a�ecter un nouvel objet, à partir de la seule connaissance de
l'ensemble d'apprentissage (CORNUÉJOLS and MICLET (2002)).

Le principe de l'apprentissage non paramétrique est de ne faire aucune hypo-
thèse sur la distribution statistique des classes. La technique la plus simple de ce
domaine est celle de l'apprentissage par plus proche voisin : quand arrive un objet
extérieur à S, on lui attribue la classe de l'élément le plus ressemblant dans S.
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Dans la même famille, la technique de l'apprentissage par analogie fait appel à
un argument plus sophistiqué. Donnons-en un exemple intuitif sur des objets qui
sont représentés par des séquences de lettres. Soit la séquence cherchera, dont
on veut déterminer la classe ; supposons que dans l'ensemble d'apprentissage se
trouvent les trois séquences : recommencer, commencera, rechercher, avec res-
pectivement pour classes in�nitif, futur, in�nitif. On attribuera à cherchera la
classe futur, par un raisonnement qui s'énonce comme ceci. Puisque, dans l'uni-
vers des séquences

recommencer est à commencera comme rechercher est à cherchera

la supervision de cherchera est donc la solution de l'équation sur les classes :

in�nitif est à futur comme in�nitif est à x

d'où : x = futur.
Ce petit exemple fait apparaître deux notions de base : d'abord celle de pro-

portion analogique entre quatre objets (des séquences de lettres dans l'exemple
ci-dessus) qui s'exprime sous la forme �A est à B comme C est à D�. Il faut bien
sûr donner une signi�cation à � comme �et à � est à �. En e�et, dans un autre
exemple, la proportion

�jument est à poulain comme vache est à veau�

porte seulement sur la sémantique des mots, pas sur leur morphologie.
Nous verrons que cette notion peut s'étendre à une proportion approchée, que

l'on pourrait exprimer par �A est à B à peu près comme C est à D�. Par exemple :

�jument est à poulain à peu près comme vache est à bufflon�
�recommencer est à commencera à peu près comme rechercher est à chercherai�

Nous donnerons une quanti�cation et une méthode de calcul du terme � à peu
près �.

L'autre notion que cet exemple introduit est celle d'équation analogique : si l'on
connaît trois termes d'une proportion analogique, peut-on calculer le quatrième ?
Et peut-on calculer tous les termes qui sont � à peu près �en proportion analo-
gique avec les trois premiers ? Nous donnerons des algorithmes pour résoudre ce
problème.

D'une manière générale, la proportion analogique est un cas particulier du
raisonnement par analogie qui a été longuement décrit et étudié depuis les philo-
sophes grecs ; ses applications récentes intéressent en particulier les sciences cogni-
tives (Holyoak (2005)), la linguistique et l'intelligence arti�cielle. LEPAGE (2003)
donne une histoire encyclopédique de ce concept et de ses applications à la science
du raisonnement et à la linguistique. La restriction à la proportion analogique, en
particulier pour les séquences, a été étudiée d'un point de vue méthodologique et
algorithmique en particulier dans MITCHELL (1993), HOFSTADTER and the Fluid
Analogies Research Group (1994), DASTANI et al. (2003)), SCHMID et al. (2003),
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YVON et al. (2004). Un autre domaine de l'Intelligence Arti�cielle est naturelle-
ment relié au raisonnement par analogie : celui du raisonnement à partir de cas
(CBR ou RàPC). Dans le livre de référence de AAMODT and PLAZA (1994), ces
deux notions sont confondues. Nous reviendrons dans la conclusion sur la distinc-
tion entre CBR et apprentissage par proportion analogique et sur la légitimité de
ce dernier.

2. Proportion analogique et équations analogiques

2.1. Les axiomes de la proportion analogique

Il n'y a pas de dé�nition générale d'une proportion analogique
�A est à B comme C est à D� entre quatre objets pris dans un ensemble X,
les relations �est à� et �comme� dépendant de la nature de X. Toutefois, d'après
la signi�cation usuelle du mot �analogie� en philosophie et en linguistique, trois
axiomes de bases sont généralement requis (LEPAGE and ANDO (1996)) :

De�nition 1 (Proportion analogique.) Une proportion analogique sur X est

une relation sur X4. Quand (A,B,C,D) ∈ A, les quatre éléments A, B, C et D
sont dits en proportion analogique, ce qui s'écrit A : B :: C : D et se lit "A est

à B comme C est à D". Pour chaque 4-uplet en proportion analogique, les trois

axiomes suivants sont requis :
Symétrie de la relation "comme" : A : B :: C : D ⇔ C : D :: A : B

Echange des médians : A : B :: C : D ⇔ A : C :: B : D
Déterminisme : A : A :: B : x ⇒ x = B

2.2. Equations analogiques

Résoudre une équation analogique consiste à trouver le quatrième terme d'une
proportion analogique, les trois premiers étant connus.

De�nition 2 (Equation analogique.) D est une solution à l'équation analo-

gique A : B :: C : x ssi A : B :: C : D .

Selon la nature des objets et la dé�nition des relations, une équation analogique
peut ne pas avoir de solution, avoir une solution unique ou avoir plusieurs solutions.

2.3. Proportions analogiques sur Rn et sur {0, 1}n

Quand on se place dans Rn, il est simple de remarquer que quatre objets sont en
proportion analogique quand ils forment un parallélogramme, ce qui peut s'écrire :

a : b :: c : d ⇔
−→
Oa+

−→
Od =

−→
Ob+

−→
Oc ⇔

−→
ab =

−→
cd
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Il faut aussi de remarquer que quatre objets binaires véri�ent les axiomes de
la proportion analogique soit quand ils ont tous les quatre la même valeur 0 ou 1,
soit quand deux valent 1 et deux valent 0 (sauf dans les cas (0,1,1,0) et (1,0,0,1)).
Il y a donc au total 6 quadruplets binaires en analogie parmi les 16 possibles.
Quand les objets sont des éléments de {0, 1}n, il su�t que chaque quadruplet
de coordonnées véri�e l'une des 6 proportions analogiques précédentes pour que
les objets véri�ent les axiomes de la proportion analogique. Ces dé�nitions sont
détaillées dans MICLET et al. (2008).

2.4. Proportions analogiques sur les séquences

Nous utilisons maintenant les notions usuelles de la théorie des langages : al-
phabet Σ, mot (ou séquence) sur Σ?, longueur d'un mot, mot vide ε, facteur,
sous-séquence. Par exemple, sur l'alphabet Σ = {a, b}, la séquence aabbaa est un
élément de Σ? de longueur |aabbaa| = 6, bbaa en est un facteur et aba en est une
sous-séquence.

Nous ajoutons un nouveau symnbole à Σ, que nous notons v, pour obtenir un
alphabet augmenté Σ′. Son interprétation est celle d'un symbole "vide" nécessaire
pour les sections qui suivent.

De�nition 3 (Equivalence sémantique.) Soit x une séquence de Σ? et y une

séquence sur Σ′?. Les séquences x et y sont sémantiquement équivalentes si la

sous-séquence de y composée des lettres de Σ est x. Nous notons cette relation par

≡. Par exemple : ab v a v a ≡ abaa.

Un alignement est une correspondance lettre à lettre entre quatre séquences,
dans lesquelles des lettres v peuvent être insérées de façon à ce qu'elles prennent
la même longueur. La correspondance (v,v,v,v) n'est pas permise.

De�nition 4 (Alignement entre quatre séquences.) Un alignement entre

quatre sequences u, v, w, x ∈ Σ∗, est un mot z sur l'alphabet (Σ ∪ {v})4�{(v,v
,v,v)} dont la projection sur la première, la seconde, la troisième et la quatrième

composante sont sémantiquement équivalentes à u, v, w and x.

Nous supposons qu'il existe une relation de proportion analogique dans Σ′,
c'est-à-dire que pour chaque quadruplet a, b, c, d dans Σ′, la relation a : b :: c : d
vaut soit V RAI soit FAUX. Nous proposons maintenant de dé�nir la propor-
tion analogique entre quatre séquences d'objets en utilisant à la fois la proportion
analogique entre les objets qui les composent et l'alignement entre les quatre sé-
quences.

De�nition 5 (Proportion analogique entre séquences.) Soit u, v, w and x
quatre séquences de Σ, sur lequel existe une proportion analogique. Nous disons

que u, v, w et x sont en proportion analogique s'il existe quatre séquences u′, v′,
w′ and x′ de même longueur dans Σ′, avec les propriétés suivantes :
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1. u′ ≡ u, v′ ≡ v, w′ ≡ w et x′ ≡ x.
2. ∀i ∈ [1, n] sont des proportions analogiques u′i : v′i :: w′i : x′i dans Σ′.

Par exemple, soit Σ′ = {a, b, α, β,B,C,v} avec les proportions analogiques
a : b :: A : B , a : α :: b : β and A : α :: B : β . L'alignement suivant entre les
quatres séquences aBA, αbBA, ba et βba est une proportion analogique sur Σ? :

a
α
b
β

v
b
v
b

B
B
a
a

A
A
v
v

3. Dissimilarité analogique

Nous proposons dans cette section de généraliser la relation de proportion ana-
logique entre quatre objets ou quatre séquences d'objets en introduisant la notion
de dissimilarité analogique (DA). Pour des raisons méthodologiques et opération-
nelles, il est souhaitable que la DA véri�e les propriétés suivantes :

Cohérence analogique. DA(u, v, w, x) = 0⇔ u : v :: w : x

Symétrie de “comme”. DA(u, v, w, x) = DA(w, x, u, v)

Echange des médians. DA(u, v, w, x) = DA(u,w, v, x)

Inégalité triangulaire. DA(u, v, z, t) ≤ DA(u, v, w, x) +DA(w, x, z, t)

Asymétrie de "est à". En général, DA(u, v, w, x) 6= DA(v, u, w, x)

3.1. Dissimilarité analogique entre objets de Rn et de {0, 1}n

Une DA dans Rn se dé�nit intuitivement par DA(a, b, c, d) = δ(d, e), où e est
le quatrième sommet du parallélogramme construit sur a, b et c et où δ est une
distance dans Rn. Il est alors aisé de véri�er que les propriétés précédentes sont
vraies.

Pour quatre objets binaires, nous savons depuis le paragraphe 2.3 qu'il y a six
cas de proportions analogiques exactes sur les 16 quadruplets binaires possibles. En
a�ectant la valeur DA(a, b, c, d) = 0 à ces six quadruplets, la valeur 1 à tous ceux
qui ont trois 0 et un 1 (ou le contraire) et la valeur 2 aux quadruplets (0, 1, 1, 0)
et (1, 0, 0, 1), on démontre que les propriétés ci-dessus sont véri�ées.

Pour des objets de {0, 1}n, additionner les valeurs précédentes sur les coordon-
nées (puis diviser par n si l'on veut normaliser) produit également une dissimilarité
analogique ayant les quatre propriétés désirées. C'est cette dé�nition que nous uti-
liserons dans la suite.
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3.2. Dissimilarité analogique entre séquences : dé�nition et calcul.

De�nition 6 (Dissimilarité analogique entre séquences.) Le coût d'un ali-

gnement entre quatre séquences est la somme des dissimilarités analogiques entre

les quadruplets de lettres dé�nis par cet alignement. La dissimilarité analogique
entre quatre séquences est le coût de l'alignement le moins coûteux entre les quatre

séquences.

La dé�nition précédente permet de calculer la dissimilarité analogiqueDA(u, v, w, x)
avec un algorithme de programmation dynamique (appelé SEQUANA4), qui pro-
gresse de façon synchrone dans les quatres séquences pour construire un aligne-
ment optimal (MICLET et al. (2008)). L'entrée de cet algorithme est un alphabet
augmenté Σ′ sur lequel une dissimilarité analogique DA(a, b, c, d) a été dé�nie.
La sortie est la dissimilarité analogique entre quatre séquences Σ?, c'est-à-dire
DA(u, v, w, x). Cet algorithme a une complexité en temps en O

(
|u|.|v|.|w|.|x|

)
.

La validité de SEQUANA4 peut être montrée par récurrence, car il est construit
sur le principe de la programmation dynamique. LaDA calculée entre les séquences
possède les propriétés suivantes : cohérence avec l'analogie, symétrie du "comme"

et l'échange des médians. La propriété d'inégalité triangulaire n'est pas en général
assurée.

3.3. Solutions approchées aux équations analogiques

Nous traitons ici du calcul de la solution d'une équation analogique entre sé-
quences, et ce d'une manière étendue : nous donnons en e�et le principe d'un
algorithme capable de produire toutes les meilleures solutions à ce problème, c'est
à dire de construire toutes les séquences en dissimilarité analogique minimale avec
trois séquences données.

De�nition 7 (Meilleure solution approchée à une équation analogique.)
Soit X un ensemble sur lequel est dé�ni une analogie et une dissimilarité analo-

gique DA. Soit a : b :: c : x une équation analogique dans X. L'ensemble des

meilleures solutions approchées à cette équation est donnée par :{
y : ArgMin

y∈X
DA(a, b, c, y)

}
Ce sont donc les objets y ∈ X qui sont les plus proches d'être en proportion

analogique avec a, b et c. Cette dé�nition s'applique au cas de la solution exacte
à une équation analogique quand on force la dissimilarité analogique à être nulle.

Nous pouvons facilement élargir ce concept et dé�nir l'ensemble de k-meilleures
solutions à une équation analogique a : b :: c : x . Informellement, c'est le sous-
ensemble de k éléments de X qui ont une DA minimale quand ils sont associés en
quatrième position de l'équation avec a, b et c.
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Dans Rn, il n'y a qu'une seule meilleure solution approchée à une équation
analogique, qui peut être explicitement calculée. Dans {0, 1}n, l'approche naïve
est d'examiner chaque élément de l'ensemble et de garder les y qui minimisent
DA(a, b, c, y). Dans ce cas la DA possède la propriété d'inégalité triangulaire et
nous avons donné un algorithme plus rapide dans MICLET et al. (2008).

Nous décrivons maintenant un algorithme (appelé SOLVANA) qui trouve l'en-
semble des meilleures solutions approchées à l'équation a : b :: c : x quand les
objets sont des séquences sur un alphabet étendu, sur lequel une DA a été dé�nie.

Cet algorithme utilise la programmation dynamique pour construire un tableau
à 3 dimensions. Quand cette construction est terminée, un retour en arrière est
fait pour produire un graphe de toutes les meilleures solutions.

L'alignement de quatre séquences de longueurs di�érentes est réalisé en insé-
rant optimalement des lettres v dans les trois séquences connues et en calculant
en ligne la quatrième séquence, de telle façon que les quatre séquences aient �na-
lement la même longueur. En parallèle, on cumule les dissimilarités analogiques
dans l'alphabet augmenté sur chaque étape de l'alignement des séquences. La com-
plexité algorithmique de cet algorithme est en O(m ∗ p3), où m = Card(Σ′) et p
est la longueur moyenne des séquences.

Si on cherche non pas l'ensemble des solutions optimales, mais les k meilleures
solutions pour k quelconque, cet algorithme n'est plus adapté. Il faut alors em-
ployer une technique du type branch and bound, comme l'algorithme A? (en version
de base avec une heuristique identiquement nulle ou de manière plus élaborée si
l'on peut dé�nir une fonction heuristique admissible).

4. Conclusion

En conclusion, cet article a mis en évidence une dé�nition fondée de la pro-
portion analogique et de la dissimilarité analogique, ainsi que leur mise en forme
algorithmique. Ces deux algorithmes peuvent apporter de bons résultats dans deux
domaines de l'apprentissage arti�ciel comme illustré dans MICLET et al. (2008).

En Intelligence Arti�cielle, le raisonnement par analogie est souvent, comme
la citation de l'introduction l'a déjà évoqué, pratiquement confondu avec le CBR.
Il s'agit de transférer de l'information d'un domaine bien connu vers un autre, en
utilisant le fait que les deux domaines ont une structure commune (GENTNER et al.
(2001)). Dans le cas particulier de la proportion analogique, les deux domaines sont
confondus. Cette restriction a l'inconvénient de limiter les ambitions (en particulier
sur la véracité cognitive du modèle), mais en revanche permet comme on l'a vu de
donner un cadre formel et algorithmique fondé.

Pour en rester aux problèmes d'apprentissage de règles de classi�cation, la ques-
tion centrale est de savoir s'il est plausible que des objets en proportion analogique
aient obligatoirement des classes également en proportion analogique. C'est en ef-
fet sur cette hypothèse que notre étude est fondée. Si l'on s'en tient, comme nous
l'avons fait, à des proportions analogiques triviales dans les classes, le raisonne-
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ment est expérimentalement valable, comme le montre l'expérience de classi�ca-
tion d'objets binaires de l'article MICLET et al. (2008). D'autre part, une thèse sur
des données structurées en arbre a été commencée. Elle pourrait s'appliquer, par
exemple, à l'apprentissage de la prosodie en synthèse de la parole.
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